Etude de la Transformée de Hilbert

3 avril 2017

1 Espaces de fonctions holderiennes

tout ce qui suit, @ est un nombre réel > Oet  un intervallede R, d’intérieur
lorsque I est précisé, I’'espace

K > 0 vérifiant

Dans
non vide. On désigne par E,(I), ou simplement E,
vectoriel des fonctions de I dans C telles qu'il existe

Y(z,y) € 1% |f(z) - F)l < K|z = yI®

le plus petit de ces nombres K est noté K, (f)- Une fonction f de E, est appelée
holderienne d’exposant a sur I.

1.1
Donner la dimension de E, sur R lorsque a > 1. Désormais, on suppose :

O0<a<l.

1.2

Dans cette question, I'intervalle I est compact.

a) Montrer que C*(I) C Ej.
<%}b) Indiquer une fonction appartenant a E, maisnon & CY(I). .

174 ¢) On suppose 0 < « < /# < 1. Montrer que E, contient strictement Eg. .r;}\p;(} S \/

d) Qn prend I = [—m, @] ; montrer que, si 'on prolonge une fonction f € E.(I) M)
vérifiant f(w) = f(—n) par 27-périodicité, on obtient une fonction de E,(R) U

que I'on note encore f.

2 Transformée de Hilbert des fonctions périodiques

On suppose dans toute cette partie que I = [—m, 7], les fonctions de -
Fo ={f € Ea | f(m) = f(-m)}

étant prolongée sur R par 2n-périodicité et renotées f.



A A ar
Pour toute f € F, et tout ¢ > 0 on définit une fonction 7. f sur R p

z T — flz =)
T.(f)(@) = / 1@, / @) = fla=v) g

ESl:—IlS" 2= Yy

2.1

a) Montrer que, lorsque &

. ’ ’ une
tend vers 0, T.f converge uniformément vers
fonction Tf que 1

on déterminera.

b) Montrer que T f est continue.

J'{’\rng ﬂ»

2.2 \
W 2
Lorsque f € E, on pose |fla = ||f]oo + Ko(f). Veérifier que | [lo est une POk L s
et montrer que T est continue de (F,, llla) dans (C([-=, 7], C), |l loo)- > :
2.3

On suppose f de classe C*. Montrer que Tf est de classe Ck~! et déterminer
ses dérivées d’ordre m, <k —1 en fonction de celles de f.

(p-4

Soit f € F, . Calculer I Tf(z)de. O (\/\/\

3 'Détermination du noyau de T

Les notations sont celles de 1a partie 2. On admettra que les fonctions polynémes
trigonométriques, c’est-a~dire les combinaisons linéaires complexes de fonctions
exponentielles complexes e,, : R — Ctoemt neyg constituent une partie
dense de I'espace vectoriel E = C2z (R, C) des fonctions 27-périodique de R
vers C muni de la norme || lloo de la convergence uniforme.

On posepour fe Eetne 7 :

11'

ca(f) = | f(t)e™ ™t

3.1

Soit f € E telle que, pour tout n €Z,c,(f) =

0. Montrer que f est nulle. (NB :
Parseval est hors-programme)

3.2

Pour tout entier n, 2 0 on pose

; ici et dans la suite ), = &
que,.pour tout nombre entier

02 4%, Vérifier
22:0< ), <AL

2

\

i

&



3.3
On fixe [ dans I,.

a) Caleuler ¢, (T'(f)) en fonction de A et ¢n (f)-

b) Donner le noyau de 7.

4 Transformée de Hilbert sur la droite

Les questions sont progressivement moins triviales.

On guppose dans cette partic que I = R, et I'on se donne b € C(R,R) telle
qu'il existe 7 €]0, 1] vérifiant k(1) = O(1/[t]") & P’infini. On note

U={zeC|Im(z) >0}

4.1

Lorsque z € C\ R, on pose :
h(t)
f(z) = / t_f—{dt.
R ~

a) Montrer que f est correctement définie.

b) Soient @ € U, r un nombre réel tel que 0 < r < Im(a), p un nombre réel > 1;

montrer que la fonction
— t
¢:D(a,7)x {teR||t| 21} =R, (5,1) — Itll'|”

est bornée.
¢) Montrer que f est continue sur U.
d) Soit a € U. Montrer que f posséde une dérivée complexe en a, c’est-a-dire

f(z) - f(a)

z—a

que le rapport

posséde une limite finie f!(a) lorsque = tend vers a dans U, et la déterminer.
Vérifier que a — f’(a) est continue.

e) Soit a € U. Montrer que f est développable en série entiere au voisinage de
a.
Par symétrie, ces résultats s'étendent & C\ R.



4.2

On suppose désormais h € E,. Soient ¢ > 0 et 7 € R, on pose

H.(7) =/“ M-dt.

—r2e =T

5 - , + er que
a) Montrer que H, posstde une limite H(7) lorsque & tend vers 07 Prouver 4

la fonction H ainsi obtenue est continue.

4.3 Prolongement de f

Soit k un nombre réel > 1. On note Uy I'ensemble des z € U tels que

|Re(2)| < k Im(z).

a) Soit € > 0. Etudier la limite lorsque z € U tend vers 0 de f_se t—d_—t;-

b) Soit ¢ € E,, avec ¢(0) = 0 et z € Uy. Montrer qu'il existe une constante

€ é(t!dt <
C > 0 ne dépendant que de ¢ telle que, pour tout nombre € > 0, |f_5 t—z | £
Ce“.

¢) Soit € > 0 Montrer qu’il existe une constante C’ > 0 ne dépendant que de h
telle que, pour tout nombre z € Uy, on ait

= 1 1 / —-1-y
| (: - ;)h(t)dﬂ < Clele™ 7.

d) Soit 7 € R. Montrer que f possede une limite en 7 lorsque z tend vers 7
selon 7+ Uy = {7 + z; z € Uy}, et la déterminer en fonction de h et H; on
commencera par le cas ou 7 = 0.

e) Soit 7 un nombre réel. Montrer que f posséde une limite en 7 lorsque z tend
vers T selon 7 — Ug, et en déduire que, si f est nulle, h est nulle.

5 Transformée de Hilbert et fonctions holomorphes,
hors composition

Cette section ne doit étre abordée que lorsque tout ce qui précéde a été traité.
Dans tout ce qui suit, Q est un ouvert de C. Une fonction f : Q — C est dite
holomorphe lorsque f posséde une dérivée complexe f'(a) en tout point de Q et
que a — f’(a) et continue sur .

On rappelle aussi les deux résultats suivants du cours :

— Une fonction de classe C?, 27-périodique est somme normalement conver-
gente de sa série de Fourier;

— Une fonction développable en série entiere en a sur un disque complexe
D(a; R) y est analytique.

5.1

Montrer que toute fonction développable en série entitre en a sur un disque
complexe D(a, R) y est holomorphe.



5.2

.o

On suppose que f est holomorphe sur §. Soit D(a, R) un disque contenu dans
Q, et (r,0) €]0, R[xR.

. ; i0
a) Montrer que les fonctions r — f(a+re'?) et 6 — f(a+re! ) sont de classe
C? et déterminer leurs dérivées.

b) Montrer que ¢, : r — f02 ™ f(a+rei?)dd est de classe C*, puis qu'elle vérifie
une équation différenticlle simple que I'on résoudra.

c) Prouver que f est développable en série entiere sur D(a, R).

5.3

Montrer que toute fonction développable en série entiére en a sur un disgue
complexe D(a, R) posséde une primitive complexe sur D(a, R) i.e. qu’il existe
une fonction holomorphe F : D(a, R) — C telle que F' = f sur D(a, R).

Un triangle A du plan complexe est enveloppe convexe d’un triplet ordonné
(a,b,c) € C?; lorsque f est une fonction continue A — C on désigne par |, sad

la somme des intégrales [,y f, fi o f+ Jio.a £ 08

1
F=(b- a)/o fla+t(b—a))dt.

[a.b]

5.4 Théoréme de Morera

Montrer qu’une fonction f : & — C est holomorphe ssi, pour tout triangle

A CQ,
' /f=0.
5A

On pourra envisager des fonctions de la forme z — f[ o] f-

5.5 Principe de réflexion de Schwarz

On suppose que la fonction continue g : UUR — C prend des valeurs réelles sur
I’axe réel, et que g est holomorphe sur U. Montrer que la fonction g définie pour
z € C par j(z) = g(2) si Im(z) > 0 et §(z) = g(Z) si Im(z) < 0 est holomorphe
sur C.

On reprend désormais toutes les notations de la partie 4.

5.6

Montrer que f est continue sur U. On pourra utiliser 'uniforme continuité de
H, et unformisr les estimations de 4.3.



5.7
Dans ce qui suit, 2t & valeurs réelles, et I'on pose : g = 77/
a) On suppose, ici et dans la suite, qu'il existe une fonction h1 € Eo
pour |t| > 1, h(t) =t~y (t). Montrer que
f(z)=0(|2"")

lorsque |z| tend vers +oo. On pourra découper l'intégrale sur 1
] = 00, =1], [~1,1], [1, o).

telle que,

-
4

es intervalles

. . " = 5 le
b) On suppose g & valeurs réelles sur I'axe réel. Montrer que g est développab
en série entiére de rayon infini sur C.

¢) En déduire que, si H est nulle, & est nulle.
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